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El concepto de derivada topologica

Sea un problema de valores de contorno (PVC),
eliptico, definido en el domino Q € R,
(2 no es simplemente conexo

J(x.u) : funcional (R? — R)

j Funcidn caracteristica

(z) = 0; en QY
XE =11 en QY



El concepto de derivada topologica

u7e(X€: ’U,E) Xe(m) —

Solucion del PVC perturbado
por la inclusion de la bola B,

{ 0; en Q"UDRB.

T =T
DrpJ = lim f(e) <+— Area de la bola B,

o= T+ f(ODrT + 0 1m 2D —g

e—0 (e)
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Problema de optimizacion de
topologia

min J (x, w)
X

Sujeto a una restriccion admisible:

QS(Z[XdU) >QO
Y




Metodologia de solucion

Funcion level-set

09 0490
peC’(Q):R* - R

()
e LLE
Y(w) = { < 0; en §2°

= 0 (identifica la frontera)

min 7 (1, u)

Sujeto a: €2° >




Metodologia de solucion

Algoritmo de punto fijo con una actualizacion del tipo “steepest descent”

Funcién costo aumenta

$H—|—1 — f‘?bﬂr + Ctlg DT._T> 0 |
I
@] DnJi e ly>o
g “DrJ;  en @ v
QO

¥

—DrJ < ()
Funcidn costo aumenta

Derivada topologica

Condicidn de optimalidad:¢{’,+1y g son paralelos

(Ynt1,9) ] _ 0

arccos
lllwnﬂllm lgll -



Ejemplo de optimizacion topologica
en aplicaciones mecanicas

Funcional: energia B e o |
de deformacion J=. (Viu: € Viu) dvs

min J(y,w)  Mmaximizar rigidez estructural
X

sujeto a: / x dv < Q°
Q




Aplicaciones al diseno de materiales (metamateriales)

O Homogenizacion de las propiedades efectivas de un material heterogéneo
(homogeneizacion computacional)

Unit-cell
(micro-scale)

Phase M2
((domain Qﬁ )

Macro-scale

A Cho _>é

(domain Q[Z )

ou=Cu(y):&




Diseno de materiales como un problema de optimizacion de
topologia

min J (1), w) = min (Hchﬂm (1) — éH)J Tensor eléastico a
v Ld ' obtener

Este problema no tiene solucion Gnicatt

Derivada topoldgica del tensor efectivo del material

Unit-cell (2,
M2 [
V.
Y
VAN
s

Q|
Ché):n Chom_|_ | | D O ('_lf)
pert €] [€24]



Validacion del procedimiento de diseno

Disefio de la microestructura de un material extremo, bifasico e isotropico que
posee maxima relacion: /G
Ky, = 5/7 Ky = K1/20

G1=5/13 Gy =G1/20
Tensor de elasticidad de acuerdo a
limites analiticos

0.2738 0.1732 0 0.279 0.161 0.000
Cw, = | 0.1732 02738 0 Clom = | 0.161 0.279 0.000
0 0  0.0503 0.000 0.000 0.059

Finite
element
size

_67

(Sigmund, J. Mech. Phys. Solids 2000)




Aplicacion a un problema de diseno de metamaterial acustico

‘Camuflaje acustico’ se refiere a la invisibilidad de
un objeto al paso de una onda acustica

A qué clase de invisibilidad nos referimos!?

Objeto a ser camuflado
J ™

777/
Zona de sombra

Transmisor >>>

Receptor Receptor

Paneles anecoicos funcionanl!

(buenos para absorber ondas de
sonido) Paneles anecoicos

no funionan!




Objetivo: construir un dispositivo acustico que no
produzca reflexion ni zona de sombra

Dispositivo de
camuflaje acustico

1 \Cg (Velocidad de onda
10

circunferencial)

= = ¢: (Velocidad de onda radial)

10" b

1u.|

0 5 10 15 20 25 0 35 40

Direccion de propagacion de onda 0

Ray tracing



En 2006 se logré un avance importante para obtener invisibilidad de ondas

electromagnéticas

Leonhardt, (2006, Science); Pendry et .al, (2006, Science), introducen la

observacion clave de que las transformaciones singulares pueden ser

utilizadas para lograr este objetivo

Este avance se generaliz6 para conseguir camuflaje acustico

(Cheng, Appl. Phys. Letters, 2008, Norris, Proc. Royal Soc. London 2008)




Transformacion austica (Norris, Proc. R. Soc. A 2008)

Util para camuflaje omnidirectional

Mapa uno-a-uno que deforma un dominio de modo
conveniente

Espacio de referencia (no-deformado)
resistencia nula al “scattering”

Espacio Fisico
(transformado)

Dominio externo .
Dominio externo

Cloaking

Obstacle

(mapa uno-a-uno- fuera del camuflaje)



Ecuacion de |la onda en el espacio fisico y
de referencia

Onda
plana Dominio externo Dominio externo
incidepte Point Obstacle Cloaking

D — Ko diVX(P51VXp) =0 D — Ko divy ((,ef)o.]')_lv2 : Va,'p) =0

Masa |nerC|aI efectlva

Moddulo volumétrio : o
anisotroépica

efectivo isotropico




Transformacion Acustica : CAMUFLAJE INERTIAL

Ejemplo: obstaculo rotacionalmente simétrico

Transformacion de coordenada 2D. La region cilindrica de radio b es
comprimida a una cascara concentrica cilindrica de radio a<r<b (Chen,
2008)

(R

X =f(r)z
F=(1/f)I,+(r/fI,
I =e ®e ;I =1—-¢e,®e,

b—r_I_br—a R=r=5% /
b—a b—a

HZL(KT 5
f, f a b r

Ty / Camuflaje perfecto
)(ffrﬂz—fffl) p=pl.+p, I, 50

R=T{F)=0




Transformacion Acustica : CAMUFLAJE INERTIAL

— jdeal anisotropic parameters o =0.05a
-------------- 20-layer approximation
—— actual isotropic parameters

Y
o
1

Py /Py

pr/pO | ——

—

elative Density and Bulk Modulus

limkK; pg = —00 i
d—0 L= \ . | y | . \ : \

1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0
Normalized Radius, r/a




Diseno de material
utilizando optimizacion
topologica

Resultados analiticos
para camuflaje
acustico

Comparacion —>

W
@ e2)

Simulacion




Diseiio del material para camuflaje acustico

0 = 0.333a

Radially graded

Unit-cell

micro-structure

Scattered ,
wave

Incident
plane
wave

Layer to reduce

the scattering , ¥ Cylindrical

object

Medio: agua
Fase rigida: Aluminio k4, = 70.G Pa.
GAg — 255GP(1

— 2700.K qg/m?
Fase blanda: Polimero par 9/



Xo A
Layer 1
20

Resultado para la capal5 ayers
a \ \\Layer 20

Cloak - -

Layer 10

Periodic structure
Initial RVE Resulting RVE

> &

Relative cost function

Effective Elastic Tensor 15

7.305 3.136 0.000 Topological derivate

3136 3284  0.000 gu———. 1

0.000 0.000 2.386 . :

Required Elastic Tensor 0

9.890 2250  0.000 ) ¢
2.250 0.512 0.000 ) _

0.000 0.000 0.000 - ; 08

Required p  Obtained p

0.902 0.589 ~

0 0.5 1 15 2



Sub-Layer 1
=2.12 / \

=| 2.234 1.561 0.000

3202 2234 -u.ouo]

Resultados para
deiferentes capas

-0.000  0.000 0.003
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Mormalized bulk modulus and inertial mass density
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Simulacion numérica del camuflaje disenado

Simulacion en el dominio del tiempo

Obstaculo desnudo Obstaculo camuflado




Simulacion mediante analisis armonicco

Perfect cloak
(analytical solution with &
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Algunas conclusiones

Optimizacion topologica es una herramienta eficiente para disenar la
arquitectura de metamateriales que requieren propiedades inusuales.

Con esta técnica, no es necesario conjeturar cual sera la distribucion
del material al nivel de la microestructura.

* Derivada topologica
e Funcion level-set

Punto posible de colaboracién entre un matematico v un ingeniero !!

Utilizacion de derivada topologica para otros tipos de problemas
Inversos y tratamiento de imagenes

?




